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SUR LA STRUCTURE DES EQUATIONS DE LIE: 1L
EQUATIONS FORMELLEMENT TRANSITIVES

HUBERT GOLDSCHMIDT

3. Connexions dans le fibré tangent

Si E est un fibré vectoriel sur X, une dérivée covariante F dans £ est un
opérateur différentiel

Vi ->9*R¢
tel que
Flfs) = df Qs + s, pour fely, s & .

On pose ;s =5 K Vs, pour §¢ 7, se& et on étend F en une dérivation
FiNT*QE > NT*Q & par la formule

Pla Nw) =da N u+ (=D« N Fu
pour e APT*, ue NI * & &. On vérifie que
(B ENRTw=ETGR WY — G, FE R W) — &7, uw

pour £,7e¢J, ue T*Q &.

L’application F?: & — N27* Q@ & est Oy-linéaire et provient donc d’un
morphisme K de fibrés vectoriels, la courbure de I/, qui est donnée par la for-
mule

ENNKY=VeV; —V:Vs — Vg iy

pour &, 7€ 7, Sila courbure de J est nulle, on obtient un complexe

e gv0e o nTr 6T o ATTERE 0

qui est exact d’apres le lemme de Poincaré.

On dira qu’une section s de E est horizontale si F's = 0, et qu’un repére
(815 -+, 8,) de E est horizontal si F's; = 0, pour i = 1, .- -, m.

Proposition 3.1. Soit IV une dérivée covariante sans courbure dans E. Pour

Received June 25, 1971. Continuation of Part I, 1. Differential Geometry 6 (1972)
357-373.



68 HUBERT GOLDSCHMIDT

tout ouvert U simplement connexe et tout x ¢ U, il existe un isomorphisme qui
ne dépend que de IV

é‘)IU——?EJ;@RaU “

Démonstration. D’aprés le théoréme de Frobenius, il existe un repére hori-
zontal (s;, -.-,s,) de E sur U qui induit 'isomorphisme cherché, qui ne

dépend que de F. En effet, soit (¢,, - - -, £,,) un autre repére horizontal de E sur
U. Alors si
m
L= 3, ays; , avec a,; € I'(U, Oy)
i=1
pouri=1,.-.,m,ona

0="rt, =3 da, ®s, ,
i1

ce qui implique que les a;, sont des constantes.

Soient ¥, I/ des dérivées covariantes dans des fibrés vectoriels E, E’ respec-
tivement. On dira qu’un morphisme ¢: E — E’ de fibrés vectoriels est com-
patible aux dérivées covariantes si F’¢ = ¢F. On dira qu’un sous-fibré F de E
est stable par V si V(F) C T* R F. )

Proposition 3.2. Soient IV, I’ des dérivées covariantes sans courbure dans
des fibrés vectoriels E, E' et soit ¢: E — E’ un morphisme de fibrés vectoriels
compatible aux dérivées covariantes. Pour tout x ¢ X, et tout voisinage ouvert
simplement connexe U de x le diagramme

Ey  —— &y

l: I
E,Qp 0y —25 E, ®p Oy
est commutatif, oii les isomorphismes sont donnés par la proposition 3.1. De

plus, si F (resp. F’) est un sous-fibré de E (resp. F) stable par V (resp. V'),
alors o(F)(resp. o~ '(F")) est un sous-fibré de E' (resp. E) stable par V' (resp. V).

Démonstration. Soient (S;, -« -, SmsSmers == s 5p)s (S1y =+ Sy Sqits ** *157)
des repéres horizontaux de E, E’ respectivement sur U tels que (s, - - -, §,)
soit un repére de F et (si, - - -, 5,) un repere de F’. Alors

r . -
@s, = 3, bis}, avec bl e I'(U, Oy) ,
i~
et V'ps, = ¢ls;,, pouri=1,-..,p; d’ot

0= VIQDSi = i dbf@s; s
i=1
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ce qui implique que les b sont des constantes.

Rappelons qu’une section u sur X de APT* ® J,(T) définit une dérivation
L(u) de degré p de AJ* qui ne dépend que de mu (cf. [10, § 31). Le crochet
de Nijenhuis sur AT* ® J,(T) est alors donné par la formule

[e®E3®7 = (@A PHOIE7 + (L@ROHP @
— (—DPULER D) @ &

pour @ e NPT ¥, 3e N1T ¥, €, 7eJ(7). On en tire la formule suivante si

(3.2)

EAnp vy =ERujAV — AU ER V]
— [mERW, I AV + [rG AW, EI R v
—[mEAR, N ARu+ [mGA, IR u
+ (AR + EF AV AU
pour u, ve I * @ J(T), &, 7eT (cf. [10D).

Définition. Un fibré vectoriel associé & J,(T) est un fibré vectoriel E muni
d’une dérivée de Lie, ¢’est-a-dire d’un opérateur différentiel

3.3)

pour tout € ¢ I'(X, J,(T)) qui vérifie les conditions suivantes :
0 LE+ 9 =2E + LG,
(i) g(féf) = fe?(éf),
Gi) Z(€, 7D = [L©), 2@],
@) 2®&fs =12@s+ s,
pour &, #e I'(X,J.(T), fe (X, COy), s é&.
On définit alors pour toute section u de APT* & J(T) I’opération

LWU): NT*FRE—-> NPHUT*RE
par la formule
(3.4) LeRHE®s) = (L@RHPH Vs + a N R L(@)s,

olu=a®§, pe NI *, seé& (cf. Nickerson [12]). Si ue APT* QT (T),
ve N1T* R J,(9), on a la relation

(3.5) L([u,v]) = LWL W) — (=DM L W)&Z W)

entre les opérations dans N7 * Q &.
Définition. Une connexion d’ordre £ dans 7' est une scission w: J(T) —
J(T) de la suite exacte

0 JU(T) T -2 1(T) 0.
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Onpose d = v 'owor: T =T (T etad = v 'ow: J(T) — J,(T). La courbure
£2 de w est la section de A*T* @ JY(T) sur X définie par

(3.6) 2E N 9 = o, a()] — alé, 7]
pour &, 7 ¢.7. On a alors
(3.7 2 = o, @]

en considérant @ comme une section de T* ® J(T), d’aprés la formule (3.3).
Toute connexion w d’ordre k dans T définit une dérivée covariante I dans
un fibré vectoriel E associé a J,(T) en posant

Ves = L(ad)s, pour e T, seé
ou, ce qui est équivalent
Fs = Z(a)s , pour se &,
en considérant & comme.une section de T* @ J.(T). On aura aussi
Fu-= %@u, pour ue NPT * R &
d’apres ’équation (3.4). Il suit de (3.5) que
Fu = £(@) o L(@du = Lo, alu

et que la courbure K de I est simplement .#(£2).
Proposition 3.3. Sila courbure d’une connexion d’ordre k dans T est nuile,
alors la courbure de la dérivée covariante induite dans tout fibré vectoriel associé

a J.(T) est nulle.
La section y de J(T)* ® J.(T) correspond 2 la projection de J(T) sur les
champs horizontaux de la connexion canonique de X X X parallelement a

J.(T). On a la proposition évidente:
Proposition 3.4. S/ w est une connexion d’ordre k dans T, alors on a

1=0—o.
D’aprés le théoréme 3.10 de [10], pour &el, () avec E = m,&, ona
(3.8 DE =[1,8 =180 —ol=2E - £E .
En particulier, si 7, = 0, on a
3.9 L(ENw = —8F .

Soient » une connexion d’ordre k dans T et ¢ une section de Z,,, sur X.
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Posons &' = dodog™! = ¢(@). Alors o = vo@d oy’ est une connexion
d’ordre k& dans T, la connexion w tordue par ¢, et ne dépend que de x,4. On
a alors

(3.10) o =9 U=y Ity 2997
=dw-(1 —v-2¢) + v-2¢) .

En effet,
o =v-gv gty
=y ¢-(¢7tvl g + @¢).w.y.¢—1.y~1
=¢wv-¢d v+ vd Dey-gly!
=¢-w- (¢! — v-9¢.¢7) + ¢.y.@¢.¢—1 .

D’aprés (3.6), la courbure de o’ est ¢(£2); donc si la courbure de  est nulle,
la courbure de la connexion tordue 1’est aussi.

Rappelons que, pour a e X fixé, si I’on considere Q,(a) comme fibré sur X
par la projection “but”, toute section & e I'(X,J.(T)) induit un champ de
vecteurs r,(£) invariant i droite sur Q,(a), et que I’application ¢ est un homo-
morphisme d’algébres de Lie qui induit un isomorphisme

y(F) jk(T)z — Tx(Q(a) ,

pour F e Q;(a) de but x (cf. [10], § 6]). Si w est une connexion d’ordre k sans
courbure, la collection des espaces =, (F)a(T,), Fe Q.(a), avec x = but F,
définit un systéme de Pfaff complétement intégrable sur Q,(a). Pour tout x,e X
et tout F e Q,(a, x,), il existe une section s de Q,(a) sur un voisinage U de x,
telle que s(x,) = F et w = 7705, c’est-a-dire

2(@()(s(x)) = 5, (Ex)

pour tout £ ¢ I'(U, T), x ¢ U. Inversement, toute section s de Q,(a) nous donne
une connexion w d’ordre & dans T sans courbure définie par cette méme formule.

Soient w, @’ deux connexions d’ordre & dans T & courbure nulle sur un
voisinage de x, € X. Si F € Q;(x, X,) est donné, il existe une section ¢ de Q8 sur
un voisinage U de x, telle que ¢(x,) = F et que &’ soit la connexion w tordue
par ¢, i.e., @ = ¢o@. En effet, on écrit F = G'-G!, ot G, G’ ¢ Q,(a, x,); il
existe des sections s, s de Q.(a) sur un voisinage U de x qui induisent les
connexions w, ' respectivement telles que s(x,) = G, s'(x,) = G’. Posons
¢(x) = §'(x)-s(x)"*; nous avons alors gos = §’, d’ou le résultat voulu.

4. Algébres de Lie transitives

Les fibrés vectoriels

A‘k — Jo(T)* ® Jk(T)

(S (T)* ® T(T))
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et B2 sont associés & J,, (T) et J(T) respectivement. Soit A, 1’ensemble
des éléments u € A, tels que mu = id € J(T)* ® J(T). C’est un sous-fibré affine
de A, dont le fibré vectoriel associé est BL°. Soit & une section de 4, et ¢ une
section de Z,,,, alors ¢~'(«) est encore une section de A, qui ne dépend que
de m¢. En effet, soit » une connexion d’ordre & dans T telle que la section de
A qu’elle détermine soit égale 4 . Alors, d’aprés la proposition 3.4,

$ o p=9¢—7+¢70-¢;

done ¢~Y«) ne dépend que de g et de D(zig). 1L est clair que si ¢ est une
section de Qf, alors ¢ '(a)(x) ne dépend que de ¢(x) et a(x). Donc Q;(x, x)
opére sur A, ,. 1l suit que si £ e J,(9), on a une opération FE): oAy— B
(ceci peut aussi se voir a I’aide de (3.9)); si § ¢ JI(T),, alors £(§): 4, ,— B}’
est bien défini.

Rappelons que ’on a la suite exacte (2.5) de [10]

0—’jk(T) - jk(T) —"Jo(T) —0

(0 < k < =), ce qui permet d’identifier J(T)* a un sous-fibré de J(D)*. Alors
le crochet sur AJ_(T)* ®J_(T) de [10] induit un crochet sur AJ(T)* R J,,. (T)
a valeurs dans AJ,(T)* @ J(T), d’aprés la formule (3.2) de [10], qui est
d’ailleurs défini fibre par fibre. On vérifie aisément que ’on a la formule
suivante, qui est a comparer a (3.3)

ENplu,v = RuyA vl — I A u,§ R vl
—a{lmGE R W, gl A v— IR w 1A
+mEARVAu—[2(p A v), Sl Au
—(m&pl AR W) A v — (=lE, 9] R v) A u}

4.1

pour u, v e J(D* @7, (1), &, 7€ JAT). Soit w une section de J,(T)* ®J,_(T)
telle que =,w = id; alors d’apres la proposition 3.4

4.2) Ho,ol = $la — 3, — 71 = —(Da — §la, ) ,

Naf—

et I’on voit donc que 3w, o] est une section de AU (T)* QJL(T). D’apres (4.1),
on obtient la formule

4.3) EN 9o, 0]y = [0(8), o(n)] — molro(d), mo()] .
L’équation (4.2) montre que ’application w — #[w, »] induit une application
Ak - Bi’o

qui envoie « ¢ A, dans i[e, a] € B}".



EQUATIONS DE LIE: II 73

Dans la suite de ce paragraphe nous considérerons les fibres E, des fibrés E
en point fixe x ¢ X et nous écrirons E au lieu de E,.

Si R® est une sous-algebre de Lie de JYT), on notera C-° I'image de
API(T)* @ R} dans B2, et A(R}) I’espace affine quotient de 4, par C}°, dont
Iespace vectoriel associé est By®/Cy°. D’aprés les remarques précédentes, tout
d e O,(x, x) tel que &(RS) = RS opére sur A(R)), et si pe RS, on a une opéra-
tion Z(p): ARY) — B;°/Cy°. On dira que a € A(RY) est invariant par I’algebre
de Lie R}, si #(y)a = O pour tout 5 < RY.

Soient a € A(RY) un élément R}-invariant et @ € 4, un élément dont la classe
dans A(RY) est égale a a. On note }[a, a] la classe de i[e, «] dans BY°/C%°;
on vérifie facilement que £[a, a] ne dépend que de a. Ecrivons

Cart (R}) = {ae A(RY)|a est R}-invariant et i[a,a] = 0} .

Soient R?, R;? deux sous-algébres de J3(T); si ¢ € Q,(x, x) vérifie (R}) C R,
alors les applications

6: ARY) — AR et ¢ Cart (RY) — Cart (RY)

sont bien définies.

Définition. Une sous-algébre de Lie tronquée est un couple (RS, ¢), ou R}
est une sous-algébre de Lie de JY(T) et ¢ un élément de Cart (RY). Si (R?, )
est une autre sous-algébre de Lie tronquée de J.(T), nous dirons que (RS, ¢)
et (RY, ¢’) sont isomorphes s’il existe ¢ e Q,(x, x) tel que $(RL) = RY et ¢(c)
=c.

Siwel(T)* @ J(T) est un représentant de ¢, posons R, = w(J,(T)) @ R},
Ry _, = mR;, et notons g, le noyau de m,: R} — J,_,(T). Le fait que ¢ soit
Ri-invariant implique que [RY, o(J(TH] C R;_,, et I’équation i[c,c] =0
implique que [w(J(T)), o(J(T)] < R;_,; on a donc [Ry, R;] C R;_,. Notons
que R;_, C J,_,(T) ne dépend pas du choix de w; d’autre part, R, détermine
une structure d’algébre de Lie tronquée (R._;, d:,¢) sur R,_, au sens de
Guillemin-Sternberg [7], qui est déterminée par (R}, ¢), de la maniére suivante.
Pour £ ¢ Ry, ne g, on a [£, 5] € R, _, et cette derniére expression dépend seule-
ment de 5 et de #,§. On a donc une application 0:9x = J(T)* ® Ry, qui est
injective, et 1’algebre de Lie g, a une représentation fidéle sur R,_,. Soit
p: R;_; — R, un relevement de x,_,; définissons é e A?R} ; ® R,_, par

e N p) = [p®), p(n]
et &e N°R¥ , @ R,_, par
FENPNAND =CENAPNAND F G NANDNE + eCENE N

pour &,7,{ e R;_,. Notons ¢ la classe de é dans A’R}; @ R;_,/8(R¥_, ® gy)-
Il est facile de voir que ¢ est invariant par g,; par conséquent I’élément ¢*
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classe de &’ dans AN°RE; ® R,_,/0( A*R¥_, ® g,) est bien défini et I’on vérifie
que &* = 0. Il est clair que si (RS, ), (R2,¢) sont deux sous-algébres de Lie
tronquées de J(T) isomorphes, alors les algébres de Lie tronquees Ry_1, 9%, 0,
(R%_:, 91, ) sont aussi isomorphes.

Proposition 4.1.  Soient (R~ o), (R, ¢) deux sous—algebres de Lie tronquees
de J(T) isomorphes, et w,w’ ¢ J(T)* @ J(T) des représentants de c, ¢’ respec-
tivement. Posons R, = o(J(T)) ® R’ et R}, = w’(JO(T)) @ R}. Alors il existe
¢ € Qr.ix, x) tel que 3(R,) = R;.

Démonstration. On se ramene facilement au cas ou les deux sous-algébres
de Lie tronquées sont les mémes. On peut aussi supposer que &’ = w -+ du, ol
ueS*H(TY* Q J(T). Alors ¢ = 9~'6u appartient au sous-ensemble Q% (x)
de QY% \,(x). D’apres I’équation (7.3) de [10], on a

$E) =&+ &R bu, pour £ e J(T) .

Donc ¢(w(8)) = w'(&), pour £ € J(T), ce qui implique que ¢(R,) = Rj.

Une sous-algébre L < J_(7) est une sous-algébre de Lie transitive de J..(T)
si my: L — Jo(T) est surjectif. Soient L* et R, le noyau et 'image de =, L —
Jx(T), et R} le noyau de ny: Ry — J(T), et g4 le noyau de n;_,: Ry — Ry_,.
L’algébre de Lie transitive L détermine, pour chaque & > 1, une sous-algebre
tronquée (RY, ¢;) de J.(T) de la maniére suivante. Nous pouvons écrire

L =L@ (D),

oll w est un relévement de x,: L — J(T). Soit ¢, la classe de n,ow dans A(RY)
qui ne dépend que de L. Le fait que L soit une sous-algébre de Lie de J..(T)
est équivalent aux conditions suivantes:
(i) L° est une sous-algébre de Jo.(T),
(i) [wU(),L]C L,
(i) [w((T), w(J(T)] < L.
Ces trois conditions peuvent se réécrire de la manigre suivante: pour tout & > 1,
(i) RS est une sous-algebre de JU(T),
(i) ¢ est R-invariant,
(i) 3lex, ) = 0,
ol chaque condition est bien définie si les précédentes sont vérifies. Nous
obtenons donc aussi une algébre de Lie tronquée (Rj_,, 9x, ;) pour chaque
k > 1 qui est précisément celle qui est définie & partir de L par Guillemin-
Sternberg [7].
Rappelons que nous avons un complexe

3 3
0—g,— JO(T)* ® 91— /\ZJO(T)* R Gr-y —
— AR gpp — 0

dont on notera le groupe de cohomologie en A7J(T)* @ g,_; par H* »i(gr L),
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et que H*%gr L) = 0 pour k£ > 0. Nous dirons que deux sous-algébres transi-
tives fermées L, L’ de J.(T) sont isomorphes s’il existe ¢ ¢ O_(x, x) tel que
#(L) = L’. Le théoréme III de Guillemin-Sternberg [7] implique que les sous-
algébres L et L’ sont isomorphes si et seulement si elles sont isomorphes en
tant qu’algébres de Lie transitives abstraites.

Théoreme 4.1, Soient L et L’ deux sous-algébres de Lie transitives fermées
de J_(T). Si

H\(er L) = H**gr L) = H*'(gr L’) = 0

pour k > k,, alors les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Les sous-algébres de Lie transitives L et L’ sont isomorphes.

(i) Les sous-algébres de Lie tronquées (R, cy,) et (R, ¢i,) de J, (T) sont
isomorphes.

(iiiy Les algébres de Lie tronquées (R, _,, §x,» Cx,) €t (Riy-y, Ghy» Cry) SONE
isomorphes.

De plus, si ¢y, € Q(x,x) est un isomorphisme des sous-algébres de Lie
tronquées (R}, ci,) et (R, ci) de J,(T), alors il existe ¢ e Q.(x,x) tel que
Tied = Pn, € H(L) = L.

Les implications (i) = (ii) et (ii) = (iii) sont évidentes et (iii) => (i) découle
des résultats de Guillemin-Sternberg [7] et Rim [13].

5. [Egquations de Lie formellement transitives

Supposons que R;, soit une équation de Lie formellement transitive dans J,(T).

Définition. Une R,-connexion est une connexion d’ordre & dans T telle que
wU(T)) C Ry.

Proposition 5.1. Si R, est une équation de Lie formellement transitive, il
existe une R -connexion sans courbure au voisinage de tout point x ¢ X.

Démonstration.  Soit P, une forme finie de R, et a ¢ X fixé. Alors, pour
£e I'(X, R,), le champ de vecteurs (&) est tangent a P,(a) et ¢, induit un
isomorphisme z,(G): f{“ — To(Py(a)) pour tout G ¢ P,(a) de but b. Comme
R, est formellement transitif, P,(a) est un fibré sur la composante connexe de
X; soit s une section de P,(a) sur un voisinage de x ¢ X. D’aprés le § 3, s nous
donne la R -connexion sans courbure cherchée.

Pour x € X, rappelons que R} , est une R-sous-algebre de Lie de J3(T),.

Proposition 5.2, Soit R, < J,(T) une équation de Lie formellement transi-
tive et @ une R-connexion sans courbure définie sur un voisinage ouvert simple-
ment connexe de x e X. Les applications

-%gm - R?c,z & @U > ]2(.7)”] - J%(T)z & 0U

induites par » sont des isomorphismes de @ -algébres de Lie et le diagramme
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Ry — R, Qr 0y

(5.1) l l

]72('9‘)111 — JiT), ®R Oy

est commutatif.

Démonstration. Puisque J3(T) est un fibré vectoriel associé a J,(T), la con-
nexion w induit une dérivée covariante F dans JY(T) & courbure nulile telle que
R} soit P-stable. D’aprés la proposition 3.2, F définit les isomorphismes
Eiyy — RE . Qg Oy, IT )y — TUT), ®p Oy et le diagramme (5.1) est com-
mutatif. L’identité de Jacobi

(&, [0, 7211 = (€, ), 7] + [y, €, 711

pour & e J (1), 7, 5, € JW(T), implique que le crochet JY(T) & JYT) — Ji(T)
est compatible aux dérivées covariantes. Donc, d’apres la proposition 3.2, nos
isomorphismes sont des morphismes de @;-algébres de Lie.

D’aprés les propositions 5.1 et 5.2, toute équation de Lie R, dans J,(T) for-
mellement transitive se décompose localement de la maniére suivante

(5-2) Rk|U = CU(Jo(T)fu) @Rgm

oll w est une connexion d’ordre k dans T sans courbure sur un ouvert simple-
ment connexe U et #3,,; est le sous-faisceau de J3(9),, image de I’application
composée

(5.3) R o g Oy =TTz ®p Oy = JUT )y

oll x e U, et I’isomorphisme est déterminé par la dérivée covariante dans JYT)
induite par w. En particulier, R, est déterminé par w et R}, ,.

Inversement, soient R} , C Ji(T), une sous-algebre et w une connexion
d’ordre k dans T sans courbure sur un voisinage ouvert simplement connexe U
de x e X; définissons R, = Ry, par ’équation (5.2), ou %, est 'image de
R} . ®p 0y dans Ji (7)), par 'application composée (5.3) déterminée par la
dérivée covariante /' dans JY(7) induite par . Alors R, est une équation de
Lie formellement transitive sur /. Comme [I’isomorphisme JUT) ®, Oy —
JYT),y déterminé par F est un morphisme de ¢;-algébres de Lie, Z3,,, est une
sous-algeébre de JU(T),,. 1l est clair que &3, est stable par la dérivée covariante
V; donc

[@(I(T)0)s Priw] C Py -
Enfin, puisque la courbure de w est nulle

[8(J(T) 1), BULIT 1)l C B8U(T ) -
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Proposition 5.3. Soit R, C J,(T) une équation de Lie formellement transi-
tive. Alors gy, est un fibré vectoriel pour [ > 0.

Démonstration. Prenons une R,-connexion w & courbure nulle définie sur
un voisinage simplement connexe U de x € X. Soit

4yt SEH(D* @ T(T) — SU(D)* & S¥I(T)* Q J(T)

I’application naturelle (cf. [5]); notons aussi 4, , I’application S¥+4J(T)* ® J(T)
— SU(T)* ®JY(T) que 4, ; détermine, qui commute aux applications diagonales
et qui est donc compatible aux dérivées covariantes /' induites par » dans les
fibrés ¥+t (T)* R J(T) et SU(T)* ® JUT) associés a J,(T). De plus R} est
stable par . Rappelons que g,,, est la famille 4;.(SYJ(T)* @ R}) de sous-
espaces de S**J(T)* ® J(T) (cf. [5]). En appliquant la proposition 3.2, on
voit que ¢y, est un fibré vectoriel pour [ > 0.
Remarque. Pour y e U, on a des isomorphismes

H* 0 3(g4), = H¥H(gy),

pour 1, j > 0, d’aprés la proposition 3.2. En effet 6 commute aux applications
diagonales et le sous-fibré g;,, C S**J(T)* & J(T) est stable par .

On écrit R, = =,(R,) pour [ < k et on note g, le noyau de =;: R, - R,_,
pour [ < k.

Proposition 5.4. Soit R, C J(T) une équation de Lie formellement transi-
tive. Supposons que =, : Ry ,,— R, soit surjectif. Alors R, et g, sont des fibrés
vectoriels et R,., C (R),,, G1.1 C (g)),, pour | <k, et R, C J(T) est une
équation de Lie formellement transitive pour 1 <1< k. Toute R, ,-connexion
sans courbure définie sur un voisinage ouvert U simplement connexe de x ¢ X
induit des isomorphismes Ay — Ry : ®p Oy, B 1jp — Ru_y,. ® Oy tels que
le diagramme

Ry @ Ry — Rk,.t ® Rk,z ®R Oy

(5.4) l l

Reeww ——  Rils ®R Oy

soit commutatif, oii les fleches verticales sont données par le crochet. Si de plus
R, est formellement intégrable, pour tout y dans un voisinage de x, il existe
deQ.(x,y) tel que (R, ;) = R, .

Démonstration. Prenons une R, ,,-connexion sans courbure sur un voisi-
nage ouvert simplement connexe U de x. Puisque R, est stable par la dérivée
covariante induite par o, la proposition 3.2 appliquée & =,: R, — J,(T) implique
que les R, sont des fibrés vectoriels pour ! < k. Puisque #;: R;,, — R, est sur-
jectif pour [ < k,si ue #,,,, on a Due 7* @, et donc R,,, C (R),, et
9151 € (9)4,. On a évidemment [R,.;, R;,,] C R, pour | < k. De plus, d’aprés
la proposition 3.1, « induit les isomorphismes voulus. L’identité de Jacobi
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[s’éy [017 02]] - [[é, ﬁl]a 02] + [ﬁls [é: 02]] ’

pour € ¢ Zy.1, 71,7, € Xy, implique que le crochet Ry ® R, — R;_, est com-
patible aux dérivées covariantes; le diagramme (5.4) est commutatif d’apres
la proposition 3.2. Si R, est formellement intégrable et g, est 2-acyclique,
’isomorphisme des sous-algébres fermées R., , C J..(T),, R.. , C J..(T),, pour
y ¢ U découle maintenant du théoréme 4.1.

Proposition 5.5. Soient R, R}, deux équations de Lie formellement transi-
tives dans J (T) telles que r.: R,, — R, n,: R,,, — Ry, solent surjectives.
Supposons qu’il existe F e Q. \(x,x) tel que F(R,, ;) C R} ;. Alors il existe
une section ¢ de Q% .. sur un voisinage ouvert U de x telle que I’on ait sur U

(i) ¢(R) C R, (ii) #(Ry) C Ry, (i) ¢(x) = F.

Démonstration. Soient » une R, ,-connexion sans courbure et o’ une Ry, -
connexion sans courbure sur un voisinage de x. D’aprés le § 3, il existe une
section ¢ de (3., sur un voisinage ouvert simplement connexe U de x telle que
¢(x) = F et &' = ¢.d sur U. On se restreint maintenant a I’ouvert U. 11 est
évident que les sous-fibrés ¢(R,) et R, de J.(7T) sont stables par la dérivée
covariante induite par o’ dans J,(T) et que I'on a ¢(R,) . C R;, .. La proposition
3.2 implique que ¢(R;) C Ry. Il en découle que ¢(R}) C RY, d’ou (ii).

Lorsque I’équation R, C J(T) est formellement transitive, on considérera
I'image C2° de APJ(T)* @ RY dans BE°; c’est un fibré vectoriel a fibre vari-
able; puisque g.,, et g... sont des fibrés vectoriels, C%° et C}, sont des fibrés
vectoriels et, si H*¥(g,) = 0, alors C%° et C?% sont des fibrés vectoriels. L’ ap-
plication

By*/Cp — BY/CY

induite par I'inclusion JY(T) — J,(T) est un isomorphisme qui commute aux
applications diagonales, et on identifiera donc ces deux fibrés vectoriels a fibre
variable. ’

Définissons maintenant le tenseur de structure d’une équation de Lie formel-
lement transitive R, C J,(T) de la maniére suivante. Considérons le fibré affine
A(RY) quotient de 4, par le fibré vectoriel C%°, dont le fibré vectoriel associé
est By/Cy°; ces fibrés ne dépendent que de RY. Le tenseur de structure de R,
est la section ¢ de- A(RY) qui provient d’une R;-connexion w considérée comme
section de J(T)* ® J,(T). On voit immédiatement que ¢ ne dépend pas du
choix de . Rappelons que pour &e Ji(J), nous avons une opération
LE): Ay — B, et donc si £e #,, nous avons une opération induite
L&) Z(RY) — B0/ €40 qui est définie “fibre par fibre” si & ¢ 2.

Soit w une R.-connexion et « une section de Bi/Ci sur X; prenons un
représentant & de o dans I'(X, BL) qu’on peut toujours supposer étre une section
dans I'(X, BY%. Considérons la section ¢, de A(RY) définie par ¢, = ¢ + a.
On a
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(5.5) o — X = C(( ;

en effet, si on note aussi o et @ les classes de w et @ dans (X, lg‘}c), on a
d’apres la proposition 3.4

x—7=a+w—a

ol @ ¢ I'(X, Cb), ce qui implique (5.5). Si pour tout x ¢ X, ’élément c,(x) de
A(R?) est invariant par R} ,, ce qui est notamment le cas si la premiere équa-
tion de Cartan (1.1) ou

(5.6) FEec, =0 pour tout & ¢ %,

est vérifiée, on peut définir, d’aprés le §4, une section i[c, c]:x—

1lec,(x), ¢ (x)] sur X du fibré vectoriel B%°/C%° & fibre variable. Sous cette
condition, on peut donc écrire la seconde équation de Cartan

(5.7 les, el =0

Si la premiére équation de Cartan (5.6) est satisfaite et si H**(g,) = 0, on a
d’apres (4.2)

%[(X — J, 0 — X] = %[Ca: Ca] 3

et on retrouve bien les équations de Cartandu § 1. Si (5.6) est vraie et si H*%(g,)
= 0, on a toujours

(5.8) L@ Gle,c,) =0  pour e %, .
On définit la dérivée covariante Fc, ¢ I'(X, T* @ (By°/CL%) de ¢, par
ERFc, = L(a))c, pour £ ¢ T .

Proposition 5.6. Si la R,-connexion w est sans courbure sur un voisinage
ouvert U simplement connexe de x ¢ X, alors la premiére équation de Cartan
(5.6) est vraie pour tout & ¢ Ry si et seulement si:

(D) c,(x) e A(R}) est invariant par I'algébre de Lie R, ,,

(i) la dérivée covariante de c, est nulle sur U.

Si Hx%q,) = O et si les conditions (i) et (ii) sont vérifiées, alors la seconde
équation de Cartan (5.7) est vraie sur U si et seulement si L[c(x), c.(x)] = 0.

Démonstration. 11 est clair que les conditions (i) et (ii) sont nécessaires
pour que (5.6) soit vraie pour tout & € #,,,. Inversement, si elles sont remplies,
alors il suffit de montrer que (5.6) est vraie pour & € %%,,;. Rappelons que Jo(T)
et B}, sont des fibrés vectoriels associés & J,(T) et que o induit une dérivée
covariante [/ sans courbure dans R} et By°/Cy° sur U. De la relation
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L(@ENZL (e,) = LML (@E)e,) + L[, 7Dc,

pour £e¢.J y,ne By et de (ii), on déduit que, si pe I'(U, RY) satisfait a
P»=20, alors

F(ZGpec,) =0 .

La proposition 3.1 et (i) impliquent que si y € I'(U, R}) satisfait a 'y = 0, alors
F(pec, = 0. Comme les sections horizontales de RY sur U engendrent RS,
on a #(y)c, = 0, pour tout e (U, RY).

Si H%*(g,) = 0, alors C%° est un fibré vectoriel et w induit une dérivée
covariante ¥ 4 courbure nulle dans B%°/C%° sur U. Si (ii) est vraie, on a
F(tle,, e,]) = 0 sur U, d’apres (5.8); (i) implique que lc,, ¢,] = 0 sur U.

Pour tout ouvert U de X, il est clair que

LEc, =0 pour tout £ ¢ @k;]
%[Ca’ Ca] =0 j’ .

Cart(U,R;) = {a € I’(U,B}‘/C}c)‘

On a donc, pour x ¢ U, une application naturelle
(5.9 Cart (U, R;) — Cart (R} ,) ,

qui envoie « dans ¢, (x).

Proposition 5.7. Si H**(g,) = 0, pour tout x ¢ X, il existe un voisinage
ouvert U simplement connexe de x tel que ’application (5.9) soit bijective.

Démonstration. Nous pouvons supposer que la courbure de o est nulle sur
un voisinage ouvert simplement connexe U de x. Prouvons que pour tout
a e Cart (R} ), il existe un et un seul élément « ¢ I'(U, B} /C}) tel que a =
c(x) + a(x) et tel que la dérivée covariante Fc, de c, soit nulle sur U. Vérifions
d’abord que la dérivée covariante F(Fc) e I'(U, A\*T* @ (BLYY/C;%) de Fe est
nulle. En effet, puisque la courbure de w est nulle sur U, on a d’apres (3.1),
pour &5 € Ty,

CEANGTFO = EVGHAV — B FEATO) — €, 71.Fc>
= Z(@ENL@G)C) — L@IM(ZL(@E)e) — Z(alé, 7De
=0.

Donc d’apres le lemme de Poincaré, il existe un élément « ¢ I'(U, By°/C3") et
un seul tel que

Fao= —Fc et alx)=a— cx).

Ces deux équations sont équivalentes aux propriétés requises de «. D’apres la
proposition 5.6, puisque i{a,a] = 0, on a « € Cart (U, R,), et ’application
(5.9) est bijective.
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Maintenant, soit ¢ € I'(X, Z;). Soit R} ’équation de Lie formellement transi-
tive définie par (1.3). Nous avons alors R;? = ¢(RY) et ¢: A(RY) — A(RY) est
bien défini; notons ¢’ le tenseur de structure de R; et «’ la Rj-connexion
définie par @ = ¢o@o¢!. Prenons @ = 9¢ e I'(X, B.). D’aprés la formule
(3.10) on a

(5.10) ¢ = ¢(c,)
ol « est la classe de @ dans ['(X, B;/C}). D’aprés (5.5), on a
K(§) = L7 (D). = oL E)) Ee 7,
et
wé) = L&), £e .

Proposition 5.8. L’application n;: R;,, — R} est surjective si et seulement
si (3, = 0 pour tout & € %,

Donc (5.6) est la premiére équation de Cartan de R} par rapport a R,. Si
la premiére équation de Cartan est satisfaite, alors la seconde équation de
Cartan (5.7) de R}, par rapport a R, est toujours vérifiée; en effet, en prenant
une Rj, ,-connexion, on voit d’aprés (4.3) que 1[¢’, ¢']1 = 0 et donc que {ic,, c,]
= 0 d’apres (5.10).

En prenant ¢ = I, on obtient le

Corollaire 5.1 Si R, C J,(T) est une équation de Lie formellement transi-
tive, la suite

Ty —> Ty —— BL[CY
est exacte, ol
w8 = L) .
L’application z: R;,, — R, est surjective si et seulement si
(5.11) ZLEc=0 pour tout £ e %, .
Si cette derniére condition est satisfaite, on a

(5.12) e, cl=0.

On appelle (5.11) la premiére équation de Cartan de Ry, et (5.12) la seconde,
‘qui est définie si la premiére est satisfaite. On déduit de la proposition 5.6 que
7! Rg, — R, est surjectif sur un voisinage ouvert U de x ¢ X simplement
connexe sur lequel la courbure de w est nulle si et seulement si:

(i) c(x) e A(RY), est invariant par ’algébre de Lie R} ,,
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(ii) la dérivée covariante de ¢ est nulle sur U.

C’est sous une forme analogue que les équations de Cartan sont écrites par
Cartan [1] ou [2]. La condition (i) correspond a 1’équation (19) de Cartan [1]
et la condition (ii) exprime la propriété ““les c;;, sont des constantes”; de plus
1[e(x), c(x)] = O est notre version de I’équation (20) de [1].

6. Le troisieme théoreme fondamental et équations de
Lie formellement transitives

Nous supposerons que X est muni d’une structure de variété analytique réelle
compatible a sa structure de variété différentiable.

Théoreme 6.1 (Troisiéme théoréme fondamental). Soient x ¢ X et (R} ,, a)
une sous-algebre de Lie tronquée de J(T),. Si g, , C S (T)¥ @ J(T), est
3-acyclique, il existe sur un voisinage de x une équation de Lie analytique R),
formellement intégrable et formellement transitive dans I,(T) telle que la sous-
algébre de Lie tronquée de J,(T), déterminée par R, soit égale a (R} ., a).

Démonstration. Prenons une connexion analytique w d’ordre £ dans T sans
courbure sur un voisinage ouvert simplement connexe U de x et considérons
I’équation de Lie analytique R, dans J.(T) sur U définie par (5.2). La proposi-
tion 5.7 nous fournit ’existence d’un élément unique « ¢ Cart (U, R;) tel que

¢, () = clx) + alx) = a,

en notant ¢ le tenseur de structure de R;,. Puisque la dérivée covariante de c,
(par rapport a w) est nulle, ¢, est une section analytique de A(RY), et donc «
est une section analytique de Bi/Ci sur U. D’apres le théoréme 2.1, il existe
une section analytique ¢ de Q? sur un voisinage ¥ de x telle que 9'¢ = « et
&(x) = I(x); 'équation de Lie analytique R}, dans J,(T) sur V définie par (1.3)
satisfait aux conditions requises, car d’apres (5.10) on a

@) = gle ) = a.

Corollaire 6.1. Soient L' C L C J_(T), des sous-algébres de Lie transitives
fermées. Alors quelque soit I entier m > Q, il existe sur un voisinage de x des
équations de Lie analytiques R, R formellement intégrables et formellement
transitives dans J,(T) telles que R, C R, et telles que les sous-algébres de Lie
transitives fermées R., », R, ; de J.(T), soient isomorphes @ L,L’ respective-
ment et que w,(L) = R, , et =, (L) = R;, ..

Démonstration. Prenons un entier £ > m + 1 tel que
HF+li (gr L) = Hk+lv,i(gr LN =0

pour [>0,i=1,2,3. Soient (R} ., cx), (R}, ¢,) les sous-algebres de Lie tron-
quées de J(T), déterminées par L, L" respectivement. Appliquons le théoréme
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6.1 a (R, ¢;) pour obtenir 1'équation de Lie R} sur un voisinage de x. Soit
une R)-connexion sans courbure sur un voisinage simplement connexe U de x
et soit R; I’équation de Lie dans J.(T) sur U définie par (5.2). On a R, C R;
et on déduit de la proposition 5.6 que . : R;,, — R, est surjectif. Le théoréme
4.1 de [4] implique que R est formellement intégrable, puisque ¢, , et donc
aussi g, est 2-acyclique. Le théoréme 4.1 nous donne les isomorphismes
cherchés.

Il découle que route algébre de Lie transitive abstraite est isomorphe d une
algébre de Lie du type R, , (cf. Guillemin-Sternberg [7]).

Remarque. Soient L < J_(T), une sous-algebre de Lie transitive fermée et
R; C J.(T) une équation de Lie formellement intégrable et formellement transi-
tive telle que R.. , soit isomorphe & L. Si m est un entier tel que 1 <m <k
et H™*41 (gr L) = 0 pour [ > 0, alors sur la composante connexe X’ de x, on a

R, = (Rm)+(k—m)

ou R, est I'équation de Lie formellement transitive et formellement intégrable
mn(R:) dans J(T). En effet, notre hypothése est équivalente a g¢,,., ., =
(gm +)s1, pour [ > 0. Les propositions 5.4 et 5.3 impliquent que ’on a une in-
clusion g,,,, C (g,)., de fibrés vectoriels. Donc sur X°, on a ¢,,;, = (gn).:-
Du diagramme exact et commutatif

0 0
! !
0_—’gm+L+1 __’(gm)+(5+l) _‘—’0
! !
0—b Rm+L+1 — (Rm)+<l+1)
! !
0_‘—’Rm+l — (Rm)+L
!
0

on déduit par récurrence que R,,,;, = (R,),, pour [ > 0.

Proposition 6.1. Soit R, une équation de Lie formellement intégrable et
formellement transitive dans J,(T). Pour tout x ¢ X, il existe sur un voisinage
U de x une équation de Lie analytique R! formellement intégrable et formelle-
ment transitive dans J,(T) et une section ¢ ¢ I'(U, Q4.,) telles que ¢$(x) = I, ,(x)
et telles que sur U I'on ait §(R}) = RY et $(R,) = R}.

Démonstration. 1l existe un entier [ > 1 tel que g;,, soit 3-acyclique. Le
théoreme 6.1 nous donne I’existence sur un voisinage de x d’une équation de
Lie analytique R}, formellement intégrable et formellement transitive dans
Ji.(T) telle que la sous-algébre de Lie tronquée de J; . ,(T), déterminée par
R}, soit égale a celle déterminée par R},,. Nous avons donc R}, , = Ry , et la
proposition 5.5 nous fournit alors une section ¢ de QY%,, sur un voisinage con-
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nexe U de x avec les propriétés voulues. D’autre part, puisque R/, , est iso-
morphe a RY , d’apreés le théoreme 4.1, la remarque précédente montre que
sur U I’équation de Lie R} = n,(Ry.,;) dans J,(T) est formellement intégrable
et que RY,, = (RY).,..

Définition. Nous dirons que deux équations de Lie R, R; dans J,(T) sont
localement isomorphes s’il existe un automorphisme ¢,: X — X et, pour tout
x ¢ X, une section f de Aut (X) sur un voisinage U de x tels que f(x) = ¢y(x)
et tels que j e, ,(f): Ry — Riyran OU Ji(P: Riyy — Rjj s, sOit un isomor-
phisme.

Soit R, une équation de Lie formellement intégrable dans J.(7) dont on note
une forme finie P,. Supposons que g, soit 2-acyclique. Nous dirons que le
deuxi¢me théoreme fondamental est vrai pour R; si, pour tout x ¢ X, on a
H N(P,.) = 0(ct. [10, §8]); cette dernicre condition est remplie si et seulement
si on peut résoudre I’équation 9F = u, avec F ¢ P, , et F(x) = I,(x), lorsque
ue CL , satisfait & J.u = 0, ot C% = By N CL.

Théoreme 6.2. Soient R,, R, deux équations de Lie formellement intégra-
bles et formellement transitives dans J,(T). On suppose que ¢, est 2-acyclique
et quil existe ¢ ¢ I'(X, 2., tel que ¢(Ry) = R, et $(R,) = R,,. Pour tout
x e X, on a un isomorphisme ¢: ﬁl(@k,z) — ﬁl(@;,y), o'y = but ¢(x); si le
deuxiéme théoréme fondamental est vrai pour R}, il est vrai pour Ry, et R, est
localement isomorphe a R;,.

Démonstration.  On vérifie aisément que ¢~ ¢ I'(X, J(T)* ® R?) et done,
en notant aussi ¢ la section 7,4 de Z;, on a 996‘1 e ['(X, éﬁ). Siue éi., alors
W= 9¢ '+ ¢(u) e C}L, etd’apreslaformule (7.15) de[10], £,u = Ossi et seule-
ment si 9,(u#™*) = 0. On a donc un isomorphisme ¢: F b EE’Q,V qui envoie
u dans uf~*, D’autre part, si ¥ ¢ (X, J,) nous notons Ad - I'application de
Q. dans @, qui envoie Fe O, avec source F = a, but F = b, dans
W(b)-F-+(a)~! et nous avons le résultat suivant:

Lemme 6.1. Soient R, R}, deux équations de Lie dans J,(T) et ¢ I'(X, )
tels que $(R,) = R,. Si Py, P, sont des formes finies de Ry, R}, respectivement,
au voisinage de I, on a la relation P, = Ad ¢(Py).

Démonstration. Si F e Qy avec but F = b, et si but ¢(b) = ¢, on vérifie
aisément que le diagramme

Ad ¢y

Ve(Qr) Vsas-(Q)
TF IAd ¢ F
T(m), —— 1D
est commutatif (cf. [10, §6]). Ceci implique que le systeme de Pfaff F —
Ad ¢, (R, Ad ¢7'-F) est égal au systeme de Pfaff F — (¢(R:))F = R.F, d’ou

le résultat voulu.
Revenons & la démonstration du théoreme 6.2. D’aprés le lemme 6.1, si
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FeP,, avec F(x) = Ii(x), alors Ad $-FeZ,, et (Adg-F)x) = L(x).
L’isomorphisme ¢: HY(Z ,) — H'(#, ) provient de I'isomorphisme ¢: 27 ,
— &1 et découle de la formule (7.14) de [10] qui implique la relation

k,y?

()t = (e M |

pour ue 9:”}\.‘1,176 #: . Rappelons que g} est 2-acyclique; si le deuxieme
théoréme fondamental est vrai pour R}, pour tout x ¢ X, il existe une section
W de 7, sur un voisinage de y telle que v = Z¢~" et Y(¥) = I(»). On a alors
f?(;bﬁ) = 0 d’apreés la formule (7.13) de [10] et on peut écrire o ¢ = 7, o
i est une section de Aut (X) sur un voisinage ¥ de x. On a donc ’isomorphisme
cherché .;L(f) Rkﬂ‘ - R;:If(V) avec .;k(f)(x) = ¢(x).

Si I’on se place dans la catégorie des variétés et des morphismes analytiques,
le deuxieme théoréme fondamental est alors vrai pour toute équation de Lie R,
formellement intégrable avec g; 2-acyclique (cf. [10]) et deux équations de
Lie vérifiant les hypothéses du théoréme 6.2 sont localement isomorphes.

Remarque. Si X est connexe et x ¢ X, la proposition 5.5 et le théoréme
6.2 impliquent que le fait que le deuxiéme théoréme fondamental soit vrai pour
une équation de Lie R,, formellement intégrable et formellement transitive
dans J(T) avec g, 2-acyclique, ne dépend que de la classe d’isomorphisme de
la sous-algebre transitive fermée R., , de J..(1),. On dira donc que le deuxiéme
théoréme fondamental est vrai pour une sous-algebre transitive fermée L de
J.(T), s’il est vrai pour une telle équation de Lie R; pour laquelle R, , est
isomorphe & L; d’aprés le corollaire 6.1 ou la proposition 6.1, on peut tou-
jours supposer que R, est analytique.

Nous donnons maintenant une version relative du corollaire 6.1.

Corollaire 6.2. Soient x ¢ X et R, une équation de Lie analytique (ou pour
laquelle le deuxiéme théoréme fondamental est vrai) formellement iniégrable
et formellement transitive dans J,(T). Si L' C R, , est une sous-algébre de Lie
transitive fermée de J_(T),, alors quelque soit I’entier m >0, il existe sur un
voisinage de x une équation de Lie R;,,, C R, formellement intégrable et
jormellement transitive dans J, . (T) telle que la sous-algébre de Lie transitive
fermée R, , de J.(T), soit isomorphe a L’ et que n,(L") = R;, ,

Démonstration. D’apres le corollaire 6.1, il existe au voisinage de x des
équations de Lie analytiques R/, C Ry, formellement intégrables et formelle-

ment transitives dans J, (T), avec k + [ > m + 1 et gi/,, et g7/, 2-acycliques,

telles que les sous-algébres de Lie transitives fermées R, ,, R7’, soient isomor-
phes aR.. ., L' respectivement et que RY,, ,.=Ry ., ,, R{\, ,=my,(L). D’apres
la proposition 5.5 et le théoréme 6.2, les équations de Lie R;., et R}, sont
isomorphes sur un voisinage de x: il existe donc une section f de Aut(X) sur .
un voisinage U de x telle que f,m(f)(x) = I;,.,(x) et telle que fk”“(f): Ry vw
— RY, 1w, soOit un isomorphisme. L’équation R}, dans J, (7) sur U définie

par
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JertnDRis) = Ry ou Je (DR = R;’izuw)
est une équation de Lie formellement intégrable puisque R}, I’est. D’aprés
(5.10), les sous-algebres de Lie tronquées de J,,,(T), déterminées par R, et
RY., sont les mémes, et R;,, . = R{[,_; ,. L’isomorphisme de L’ etde R’ ,
découle du théoreme 4.1.

7. Equations de Lie elliptiques formellement transitives

Examinons d’abord les automorphismes d’une équation de Lie. Supposons
X connexe; soit R, une équation de Lie formellement transitive dans J,(T)
avec my: Ry, — R, surjectif. Soit P}, I’ensemble des F € O, tels que F(R; )
= Ry, si a = source F, b = but F. Montrons que Pj,, est une sous-variété de
Q... D’abord Pt (a,a) = Q,.,(a,a) N Pi,,, pour a ¢ X, est un sous-groupe
de Lie fermé de Q;,,(a, a). En effet, I’action de Q;.(a, a) sur J,(T), permet
d’identifier Q,.,(a,a) a un sous-groupe fermé du groupe d’automorphismes
GL(J(T),) de J,(T),. Puisque les automorphismes de J.(T), qui préservent le
sous-espace R; , forment un sous-groupe fermé de GL(J(T),), on peut identi-
fier Pi,.(a,a) a un sous-groupe fermé de GL(J,(T),). D’autre part, le sous-
groupoide Pi., de Q,,, contient toute forme finie P;., de R;.,. Comme R, _,
est formellement transitif, il existe des sections locales de P, ., considéré comme
fibré sur X X X qui permettent de voir que Pi,; est un sous-fibré de Q,., sur
X xXX. .

La dérivée de Lie £(&): J.(7) — J.(F) pour £ e I'(X,J,,,(T)) s’obtient a
partir de ’action de Q. , sur J,(T) de la maniere suivante. Si F, = (f,, F,) est
une famille 4 un paramétre de sections de Z,,, sur un ouvert U de X avec
Fy=1,,, alors (dF,}dD) |, (%) € Viero Qi) et & = (dF,/dD)|,_, est une
section de J;,,(T) sur U. Toute section de J, . ,(T) peut localement s’écrire
ainsi. Si 5 est une section de J,(T) sur U, alors pour x e U,

(7.1) (-?(S));)(x) — '%Fz—l(v(f[(X))) iho '

Soit RY,, le sous-fibré vectoriel de J. (T) dont la fibre en a € X est égale a
Vieosa(Phi). Alors Vu(Pi,) = R:, F pour F e Pi,,. 1l est clair que R}, =
w(R:. ) est une équation de Lie dans J,. (T) dont Pi,, est une forme finie et
que R;., C Ri,,. Si F, est une famille & un paramétre de sections de #4,, sur
un ouvert U de X avec Fy = I,,,, alors £ = (dF,/dD)|,., e I'(U, Ri); la
formule (7.1) montre alors que #(&)ye I'(U, R,) pour tout ne I'(U, Ry).
Ceci implique que [Z%,,, #,] C &;. Notons g, le noyau de z;: R, —J(T).
On a donc les inclusions ¢;., C g%, et [¢%.1, Rg, ] C Ry Si e gh,me Ry,
alors [£,7] = —=(p) & & € g,. Puisque Ry, est formellement transitif, on a
I'inclusion ¢i,., C(gx).1 = Gx.y» d'ou Iégalité gl = gp.s-
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Si I’équation de Lie R, dans J,(7T) est elliptique, il en est de méme pour les
équations Ry, et R}, dans J, ,(T) d’apres la proposition 6.2 de [4].

Nous ne supposons plus X connexe. La remarque qui suit le théoréme 6.2,
et le théoréme 9.1 de [10] impliquent:

Théoreme 7.1. Si R, est une équation de Lie elliptique formellement inté-
grable et formellement transitive dans J;(T) avec ¢, 2-acyclique, le deuxiéme
théoréme fondamental est vrai pour R,.

Supposons X muni d’une structure de variété analytique compatible 3 sa
structure de variété différentiable.

Proposition 7.1. Soit Ry une équation de Lie elliptique et analytique dans
J(T). Toute solution de R, et tout automorphisme local de X solution de
I’équation différentielle non-linéaire d’ordre k dans le fibré X* — X, déterminée
par une forme finie P, de Ry, est analytique.

Démonstration. Choisissons des métriques analytiques sur un voisinage U
de x € X et dans les fibrés R,,, et BL,; soit D* I’adjoint formel de 1’opérateur
différentiel D: %, — 2. Toute solution s sur U de ’équation R, détermine
une solution # = j,(s) sur U de I’opérateur différentiel D*D: #, — #,. De
méme, toute section f de Aut(X) sur U solution de I’équation différentielle
non-linéaire P, d’ordre k dans X? — X détermine une section ¢ = j.(f) de
2, sur U qui vérifie 'équation D*9¢ = 0, ot D*G: P, — %, est un opérateur
différentiel non-linéaire d’ordre 2, qui définit un morphisme de fibrés p(D*2):
Jo(P) N Qe gy — R,. L’opérateur D: #, — & est elliptique d’ apres la propo-
sition 6.4 de [4], puisque le noyau de son symbole oD): T+ ® R — B! est
8(gy..); il en résulte que I'opérateur D* D est déterminé et elliptique. Si « € T*,
G e J\(Py) N Qq,p, avee source m,G = a, but ,G = b, notons ¢,(D*2; G):
Rk » — Rk « I’application ¢ (D*) oo (Z; G), ot 6 (P; G): Rk » — B} , envoie
g dans 0(9 G)a® &) et g (D*): BL . Rk . envoie v dans a(D*)(a & v).
D’aprés la formule (2.8), on voit que si G = h(¢)(a) avecae U

(93 G) = ¢(D)-(id ® G™)

et que ’ensemble V' des éléments G de J(P,) N Q, 4, tels que ¢ (D*9; G):
R kb —* Rk « SOit un isomorphisme pour tout « ¢ TF non-nul, ou a = source
n:(,G b = but 7,G, est ouvert et contient j(¢)(U). Soit WCJZ(Pk) n Q(2 k,
I'image réciproque de ¥ par la projection z,. La restriction de p(D*$) a

nous donne un opérateur différentiel non-linéaire déterminé et elliptique telle
que j,(¢) soit une section de W. L’ analyticité de « et ¢, et donc de s et f, résulte
des propriétés classiques des opérateurs différentiels analytiques elliptiques (voir
par exemple Friedman [3]).

Théoreme 7.2. Soit R, une équation de Lie elliptique formellement in-
tégrable et formellement transitive dans J,(T). Alors il existe une structure de
variété analytique sur X compatible a sa structure de variété différentiable par
rapport d laquelle R, est une équation analytique. Toute solution de R, et tout
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automorphisme local de X solution de [I'équation différentielle non-linéaire
d’ordre k dans le fibré X* — X, déterminée par une forme finie P, de R,, est
analytique;, la cohomologie de Spencer de R, est nulle en degrés supérieurs a
zéro.

Démonstration. Nous pouvons supposer sans perte de généralité que g,
est 2-acyclique. Pour tout x e X, il existe d’aprés la proposition 6.1 et les
théorémes 6.2 et 7.1, sur un voisinage connexe de x une équation de Lie ana-
lytique R;, formellement intégrable et formellement transitive dans J,(T) et une
section f de Aut (X) sur un voisinage U de x telles que j,,,(f): Riiv — R r oo
soit un isomorphisme. Montrons que la famille des sections f de Aut (X) obte-
nues de cette maniére se recollent pour donner une structure de variété analy-
tique sur X par rapport alaquelle R, sera visiblement une équation analytique.
11 suffit pour cela de prouver que, si f, g sont des sections de Aut (X) apparte-
nant a cette famille définies sur un ouvert V' de X, alors fo g~' est analytique
par rapport 2 la structure de variété analytique donnée. Supposons que j,,,(f):
Riv —R%y sy 7 601(9) : Ryyy—RY, 4, soient des isomorphismes, ot R}, Ry sont
des équations de Lie analytiques formellement intégrables dans J,(T) définies
sur des ouverts connexes de X ; alors J,,,(gof *): R s, — R\ gy €5t UN isO-
morphisme. Pour tout y ¢ V, d’aprés la proposition 5.5, le théoréme 6.2 et le
deuxiéme théoréme fondamental pour les équations de Lie analytiques, il existe
une section analytique 4 de Aut (X) sur un voisinage W C f(V) de f(y) telle que
h(W) C g(V) et telle que j ,,(h): R} — Ri\nar, sOit un isomorphisme. 11 faut
simplement montrer que la section fo g~'o 4 de Aut(X) sur W est analytique.
Or, puisque j;,,(fo g™ o h): Ry — Riyirog-1onywy €St Un isomorphisme, cette
section de Aut (X) est une solution de I’équation différentielle non-linéaire P}, ,
d’ordre k + 1 dans X? — X définie sur un ouvert de X. Comme Rj est une
équation elliptique, Py, est une forme finie de 1’équation de Lie elliptique et
analytique Ry, dans J,.,(7) sur un ouvert connexe de X, I’analyticité de cette
section découle de la proposition 7.1. L’analyticité des solutions de R, et des
sections de Aut (X) solutions de P, est une conséquence de la proposition 7.1.
La cohomologie de Spencer (voir par exemple [6] ou [17]) est nulle en degrés
supérieurs & zéro puisque R, est elliptique et analytique (cf. [6] ou [17]).

8. Isomorphismes d’équations de Lie formellement transitives

D’aprés le § 6, nous disons que deux équations de Lie R;, R dans J,(T)
sont isomorphes sur un voisinage de x € X s’il existe une section f de Aut(X)
sur un voisinage U de x telle que f(x) = x et telle que

;k+1(f): Ry — Rklf(U)

soit un isomorphisme. Supposons X connexe et muni d’une structure de variété
analytique compatible a sa structure de variété différentiable.
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Le théoréme 6.2, la proposition 5.5 et les théorémes 4.1 et 7.1 nous don-
nent 1’énoncé suivant:

Si R, et R; sont des équations de Lie analytiques (resp. elliptiques) dans
J(T) formellement intégrables et formellement transitives, alors il existe un
entier k, > k tel que les conditions suivantes soient équivalentes:

(i) R, et R, sont isomorphes sur un voisinage de x.

(i) Il existe ¢ € Oy, ,.(x, x) tel que ¢: Ry, ., — Ry, , soit un isomorphisme.

(iii) Les algebres de Lie transitives R, , et R., , sont isomorphes.

Notamment, on prend pour k, un entier tel que les symboles de R, et R;,
soient 2-acycliques. Pour ces équations, le probléeme d’équivalence est donc
réduit & une question purement algébrique qui ne dépend que d’un nombre fini
de prolongements des équations. Nous voulons maintenant généraliser ce
résultat aux équations qui ne sont pas nécessairement formellement intégrables.

La généralisation du résultat précédent aux équations analytiques s’énonce
ainsi:

Théoreme 8.1. Soient R,, R; deux équations de Lie analytiques formelle-
ment transitives dans J,(T). Si n,: R..— J(T) et n,: R, — J(T) sont surjectifs,
alors il existe un entier k, > k tel que les conditions suivantes soient équivalentes:

(1) R, est isomorphe 4 R;, sur un voisinage de x.

(i) 1l existe ¢ € Qy,,,(x, x) tel que

$Ry, ) =R, et (miod)Rio) =R, .

Le résultat analogue pour les équations elliptiques est le suivant:

Théoreme 8.2. Soient R,, R, deux équations de Lie elliptiques formelle-
ment transitives dans J(T). Si R;,., R}., sont des fibrés vectoriels pour tout
1>0, et si my: R, — J(T), n,: R, — J(T) sont surjectifs, alors il existe un
entier k, > k tel que les conditions (i) et (ii) du théoréme 8.1 soient équivalentes.

Démontrons d’abord le

Lemme 8.1. Soit R, une équation de Lie formellement transitive dans
J(T). 8i Ry, est un fibré vectoriel pour tout 1 >0 et si n,: R, — J(T) est
surjectif, alors Uapplication .., R;,,.n — Ry, est de rang constant pour
toutl,m> 0.

Démonstration. On applique la proposition 5.4 a 1’équation de Lie formel-
lement transitive R,,,,, pour déduire que son image par z,,, dans J,, (T)
est un fibré vectoriel.

Proposition 8.1. Soit R, une équation de Lie analytique dans J(T). Si
7,: R, — J(T) est surjectif, alors R, ,, est un fibré vectoriel pour tout I > 0.

Pour démontrer la proposition 8.1, nous avons besoin de la digression sui-
vante. Soit k un corps infini et 4 I’anneau des séries formelles k[[X,, - - -, X, 11
On notera Der,,, le A-module des k-dérivations d: 4 — k. Si M est un A4-
module et si d € Der ,,,, une application k-linéaire D: M — M est une d-déri-
vation si
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D(fm) = df-m + fDm

pour tout fe A, me M. ,

Le lemme suivant nous a été communiqué par B. Malgrange.

Lemme 8.2. Soientd,, ---.,d, des k-dérivations de A et D; une d,-dériva-
tion d’un A-module M de type fini pour i = 1, .. ., n. Si les imagesde d,, - - -,
d, dans Der,,, @, k forment une base de cet espace vectoriel sur k, alors M
est un A-module libre.

Démonstration.  Soient m,, . - -, m, des éléments de M dont les images dans
M &, k sont une base de cet espace vectoriel. D’aprés le lemme de Nakayama,
m, - -+, m, engendrent M. On a donc

bi

Dm; = 3 af,m, avec af; € A
k=1
pouri=1,.--,n, j=1,...,p. Considérons une relation
(8'1) flml + .- +fpmp:05 avec f];"'fpeA

entre les générateurs de M. Alors f; = 0, ou le degré de f; est positif, pour
j=1,.--,n; eneflet, sile degré de f; est nul, alors f, est inversible dans A4 et
M est engendré par p — 1 €éléments; il en est donc de méme pour M &, k, ce
qui est impossible. Supposons qu’il existe une relation non-triviale (8.1); on
peut supposer que le degré m de f, est positif et minimal. Puisque & est infini,
d’aprés notre hypotheése, il existe une combinaison linéaire

dZ aidi 5 Q'iek

R

1

i

telle que le degré de df, soit égal & m — 1. Si I’on pose
D = Z\ﬁ‘_l aiDi ’
=1

on obtient )
df[‘m1 + .-+ dfp‘mp + leml + -+ prmp =0 s

d’ou la relation

(8.2) zi 2, (df; + fiealdm; =0 .

7 1i=

-

Comme le degré de f, est >m, le degré de

n .
> Z.‘l fuv;al,
=

l=1
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est aussi >m; dans (8.2), le coefficient de m, est donc de degré m — 1, ce qui
est une contradiction. Par conséquent, M est libre.

Si 1 est le fibré trivial de dimension 1, on écrit 4 = J_(1), et ’anneau 4
est isomorphe & RI[X,, ---,X,]]. Si E est un fibré vectoriel, J.(F), est un
A-module de type fini; si F est un autre fibré vectoriel, alors

JE®F), =J.(E);®4J.(F), .
Si R, est une équation différentielle dans J,.(7), on pose pour [ > O et x ¢ X
Riite = JoUeri(D): NTLUURD),

en considérant J_.(J,., (7)), comme un sous-espace de J.(J,(J,(T))),. Soit F le
quotient J(T)/R; et ¢: J(T) — F la projection naturelle. Il est clair que la
suite de 4-modules

- J..(p;
0= Revr o — T ), 2224

JJdF); — 8, — 0
est exacte (cf. [4]), ou .SA‘L,,c est le conoyau de J_.(p,(¢)). Comme A est un an-
neau noethérien, Ry, , et S, , sont des A-modules de type fini.

L’opérateur différentiel D: J, () — 7 * @ J,,_,(J) induit

D:J (J (D), = T1.T%,®@,T.Upn (D), ,

et I’on voit facilement que les R k:1,> S¢ déterminent par récurrence de la ma-
niére suivante. D’abord R,c » =J.(Ry).; puis un élément u ¢ J (Jk+l+1(T))z ap-
partient & R,H,+1 zSiet seulement si J (T, U eRk+L setDuel (T%), ®AR1¢+L e

Pour m > 0, 'injection canonique 2, Ji.1.m(T) — J ;. (7)) induit une
application J (T), — J..(J;,.(T)),; il est facile de voir que I'image de R.. , par
cette application est contenue dans R, 1z et que le diagramme

R

A
©, T > Rk+L,z

= )
1D, 2% 1D,

est commutatif, ol 7 est ’application composée

Rivro —— 1o T, 28 104D, -2 1(T), .

Soit J, ;,(T) le fibré des (1, k)-jets de champs de vecteurs bidiagonaux iso-
morphe a J;(J.(T)). On notera

v j([,k)(T) and Jl(Jk(T))



92 HUBERT GOLDSCHMIDT

I’isomorphisme canonique et on définit LT ()T a,0(T) par 1= v 2w
(cf. [10, §4]. On vérifie que J(l (") est un faisceau d’algebres de Lie sur
X, et que I’on a un crochet

Ut sy LTINS T (I
d’oti un crochet
Vesrl), LTINS LU LT
qui étend Je crochet
Vi1 T i(IN S I)
On vérifie la formule
(8.3) [£, 7] = v([2(8), v 9] + Lu(mi(p) R DE))

pour fe jk+l+1('7); pe J,(J(I)), ol 770(77) e J(T) .
Nous avons les crochets suivants induits par les crochets habituels

Vol s iTzs JoT (1)) S I (T,

Vel i M2 T (T ST (T (D)),

ol n(T)2y LT (TN C T (T (D),
Vellir 10Dz, J1T(DN] € TTTL(D)), -

Si R, est une équation de Lie, notons J(R,) le sous-fibré v (R, de
J1.15(T); alors

U2, I ENCT(Z) .
Ecrivons
Rk+L,z = ]w(p—l)Rk+l,z .
On vérifie facilement que, pour ! > 0

[Rk+l+1 z3 Rk+L+1 z] < RL+L z 9
[Rk+L+1 z9 Rk+l z] - Rk+l T
[Rk+L zs Rk+L z] - Rk+L x

De (8.3), il suit que
Resior o TR C TR, -

Pour £ ¢ R,,,,, ,, on a donc une application
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L& 1), — JU(F),
telle que
LU ZEm = LT (e
pour 7 ¢ J_(J,(J(T))),. Donc le diagramme

I .(9))
T (D), =225 1 (1)),
lz’(é) lz’(é)
J. P,
1T (D), 2990 1 1Py,
est commutatif, d’ou une application

g(é) Sl,:c - S'l,:z: ]

qui est une #(7)-dérivation du A-module SL,I, ol § = J.(z)é e J(T),.

Démontrons maintenant la proposition 8.1. Appliquons le lemme 8.2 au A4-
module S, = de type fini. Puisque z,: R.. , — Jo(T), est surjectif, il existe des
éléments &, --,&, ¢ R,Hm - tels que 7(&‘1), .+ -, 7(&,) forment une base de

J(T),. Posons £, = J (g et ; = T.(n)€,;; alors L(§,) est une Z(5;)-déri-

vation de SL o €t iy, - - -, W), €st une base de T,. Les hypotheses du lemme
8.2 sont donc vérifiées et on conclut que Sl z est un A-module libre.

Soit Oy , le faisceau de germes de fonctions analytiques sur X a valeurs réelles
et notons &, le faisceau de germes de sections analytiques d’un fibré vectoriel
analytique E. La suite

pile)

Jk+l(-7~) z(-dfr)w—’yl,m'—’o

est exacte, ol &, , est le conoyau de p;(¢), et

Sl,z = yl;“’»z ®0X.w,zA

Comme Sz,; est un A-module libre et 4 un @y , ,-module fideélement plat, on
conclut que &, ,, , est un &% , ,-module plat, donc libre, pour tout x ¢ X. Puis-
que &, , est un Oy ,-module cohérent, d’apres le théoréme des syzygies, &, ,,
est localement libre; par conséquent p,(¢) est de rang constant et R,,, est un
fibré vectoriel.

Démontrons maintenant les théorémes 8.1 et 8.2 en méme temps. 1l suffit
de montrer que la condition (ii) implique la condition (i). D’aprés la proposi-
tion 8.1 et le lemme 8.1, on peut appliquer le théoréme 1 de [6, I]; il existe
donc des entiers m, > k, I, > 0 tels que les équations de Lie



94 HUBERT GOLDSCHMIDT

o) — /(lo) — /
ng = ”mo(Rmqu) et R, = ”m.,(ngHu)

dans J,,(T) soient formellement intégrables et aient les mémes solutions for-
melles que R, et Rj, respectivement; on peut supposer aussi que les symboles
de R{> et de R;{» sont 2-acycliques. Ces équations sont donc formellement
transitives. Posons &k, = m, + I;; si¢ e 2, ..(x, ) vérifie la condition (ii), alors

(”mo+1¢)(R;rfgzx) = R;E(l,??r .

D’autre part, si R, et R} sont elliptiques, alors R{® et R, le sont aussi. On
sait donc que, sous nos hypothéses, il existe une section f de Aut(X) sur un
voisinage U de x tel que

¥ . ! (L
T nonD: REJy — RGY @y
soit un isomorphisme. On peut supposer que

fmo+1(f)(x) = 7'L"rn¢,+1§'75

(cf. § 6). Soit w une R,,,.;-connexion sans courbure sur un voisinage de x; alors
o = Jes/(H(@y, @) est une R}, ,-connexion sans courbure sur un voisinage de
x, d’aprés (3.10). Sur un voisinage de x, les fibrés R}, et j,.,(f)(R,) sont stables
par la dérivée covariante induite par o dans J,(T). D’apres notre hypothése,
nous avons

jk+l(f)(Rk,z) = R;c,.r 5
donc d’apres la proposition 3.2, sur un voisinage de x nous avons [’égalité
.;k+l(f)(Rk) == ; ’

ce qui démontre les théorémes 8.1 et 8.2.
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